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RESUMEN

En sentido amplio econometria equivale a “métrica econémica”. La econometria, consiste, por tanto,
en la aplicacion de la estadistica matematica a los datos econémicos con la finalidad de proporcionar
soporte empirico a los modelos construidos por la economia matematica y obtener resultados
numéricos (Gerhard Tintner, Methodology of Mathematical Economics and Econometrics, The
University of Chicago Press, Chicago, 1968, p. 74). La econometria también puede definirse como el
analisis cuantitativo de fenémenos econdmicos reales, basados en el desarrollo simultaneo de la teoria
y la observacion, relacionados mediante métodos apropiados de inferencia (P.A. Samuelson, T.C.
Koopmans y J.R.N. Stone, “Report of the Evaluative Committee for Econometrica”, Econometrica,
vol. 22, nim. 2, abril de 1954, pp. 141-146). La econometria se define como la ciencia social en la
cual las herramientas de la teoria econdmica, las matematicas y la inferencia estadistica se aplican al
andlisis de los fendbmenos econdmicos (Arthur S. Goldberger, Econometric Theory, John Wiley &
Sons, Nueva York, 1964, p. 1.). Por tanto, el método de la investigacién econométrica persigue
fundamentalmente conjugar la teoria econémica y la medicion real, con la teoria y la técnica de la
inferencia estadistica como puente (T. Haavelmo, “The Probability Approach in Econometrics”,
suplemento de Econometrica, vol. 12, 1944, prefacio, p. iii.). En ese contexto, la econometria tedrica
refiere a la construccion de modelos matematicos de caracter estadistico, sin perjuicio de otras
visiones conceptuales. El propdsito de la economia teérica, es la prediccion y anticipacion
demostrativa de variables que son ignotas en el sistema econdmico examinado. La econometria
tedrica, tiene como principal objetivo, pronosticar, la trayectoria de una variable econémica que se
encuentra en constante indeterminancia o variabilidad. Visto lo anterior, el proposito de este
manuscrito, es dotar de herramientas matemaéticas que permitan el analisis l6gico de la data con
soporte en la teoria y la fenomenologia econdémicas, configurando un modelo econométrico de
prediccion de variables que mutan constantemente.
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Mathematical Contributions in Theoretical Econometrics

ABSTRACT

In a broad sense, econometrics is equivalent to “economic metrics". Econometrics consists, therefore,
in the application of mathematical statistics to economic data in order to provide empirical support to
the models built by mathematical economics and to obtain numerical results (Gerhard Tintner,
Methodology of Mathematical Economics and Econometrics, The University of Chicago Press,
Chicago, 1968, p. 74). Econometrics can also be defined as the quantitative analysis of real economic
phenomena, based on the simultaneous development of theory and observation, related by appropriate
methods of inference (P.A. Samuelson, T.C. Koopmans and J.R.N. Stone, "Report of the Evaluative
Committee for Econometrica”, Econometrica, vol. 22, no. 2, April 1954, pp. 141-146). Econometrics
is defined as the social science in which the tools of economic theory, mathematics, and statistical
inference are applied to the analysis of economic phenomena (Arthur S. Goldberger, Econometric
Theory, John Wiley & Sons, New York, 1964, p. 1.). Therefore, the method of econometric research
fundamentally seeks to combine economic theory and real measurement, with the theory and
technique of statistical inference as a bridge (T. Haavelmo, "The Probability Approach in
Econometrics"”, supplement to Econometrica, vol. 12, 1944, preface, p. iii.). In this context, theoretical
econometrics refers to the construction of mathematical models of a statistical nature, without
prejudice to other conceptual visions. The purpose of theoretical economics is the demonstrative
prediction and anticipation of variables that are unknown in the economic system examined. The main
objective of theoretical econometrics is to forecast the trajectory of an economic variable that is in
constant indeterminacy or variability. In view of the above, the purpose of this manuscript is to
provide mathematical tools that allow the logical analysis of data with support from economic theory
and phenomenology.
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INTRODUCCION

El objetivo nuclear de la economia matematica consiste en expresar, la teoria econdmica a través de
ecuaciones, sin perjuicio de la capacidad de medicion o de verificacion empirica de un cuerpo tedrico
especifico. La econometria, tiene como finalidad, la verificacién empirica del componente cualitativo
de la economia en sus distintas ramas.

"En econometria, el que construye el modelo a menudo se enfrenta a datos provenientes de la
observacion mas que de la experimentacion. Esto tiene dos implicaciones importantes para la
creacion empirica de modelos en econometria. Primero, se requiere que quien elabore modelos
domine muy distintas habilidades en comparacién con las que se necesitan para analizar los datos
experimentales...Segundo, la separacion de quien recopila los datos y el analista exige que quien
elabora modelos se familiarice por completo con la naturaleza y la estructura de los datos en
cuestion” (Aris Spanos, Probability Theory and Statistical Inference: Econometric Modeling with
Observational Data, Cambridge University Press, Reino Unido, 1999, p. 21).

La econometria teorica esta intimamente vinculada con la elaboracion de métodos idoneos para
calcular las relaciones econdmicas en examen. En ese contexto, la econometria se apoya,
fundamentalmente en estadistica, sin perjuicio de otros modelos matematicos.

Es por ello, que el presente trabajo, propone un modelo econométrico tedrico no tradicional, tendiente
a proporcionar soluciones ldgico — matematicas a relaciones econOmicas especificas, sin
desprendernos de la evidencia empirica que arroja la realidad en estudio de que se trate.
METODOLOGIA

La teorizacion desplegada en el presente manuscrito, resulta de la aplicacion de una metodologia de
investigacion integral, esto es, bajo un enfoque hibrido, tanto desde el punto de vista cualitativo como
en su dimension cuantitativa. El tipo de investigacion que ha sido desarrollado a lo largo del presente
Articulo Cientifico, es esencialmente predictivo, a la luz de la econometria tedrica, mas no, acusa
caracter empirico o experimental. Por otro lado, las lineas de investigacion adoptadas para la
formulacion del estado del arte, se ajustan al constructivismo. Cabe indicar, que no existe poblacion de

estudio en la medida en que el presente articulo cientifico, no es de caracter sociol6gico o social, mas

aun, en mérito a su impacto en la realidad de transformacion. Tampoco se han implementado técnicas




de recoleccion de informacion, tales como encuestas, entrevistas, etc, salvo revision bibliogréfica, a
razon del campo de investigacion abordado. Adicionalmente a lo antes expuesto, es perciso resaltar,
que el material de apoyo es meramente bibliogréafico. La técnica metodoldgica, dada la complejidad de
la temética escrutada, es deductiva, pues la teorizacion en sentido estricto, ha sido desarrollada desde
principios y premisas generales que son inherentes a la econometria tedrica en sentido amplio.

RESULTADOS Y DISCUSION
r
En sentido estricto, ¥ — 237'9 +1 se tiene como una ecuacién diferencial ordinaria, en la que

= f(I) se define como la variable dependiente, = como la variable independiente v,

S = dy
el como la derivada de ¥con respecto a .
La expresion Oz E}y se tiene como una ecuacion con derivadas parciales.
Una ecuacion es lineal cuando posee la siguiente

(n—1)

forma:aﬂ(m)y{ﬂ] + an_1(T)y + .o (m)yf + ap(x)y = Q(I), esto es:

1. Que, ninguna de las funciones y sus derivadas se elevan a potencia distinta de uno o cero.
2. En cada coeficiente multiplicado, interviene Gnicamente la variable independiente.

3. Una combinacion lineal, sea cual sea, proporciona una solucion.
; —_— - - - - - - - -
4. Y = Y es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer orden, cuya solucion es
r
U= f(I) =k-e , en la que, k es un nimero real cualquiera.
! =10 L , L ,
5.4 + Y = Ues una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden, cuya solucion es

y= f(z) = acos(z) + '551“(3’), en la que, ay b son reales.

I
6. ¥ — Y= 0 es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden, cuya solucién es

T I
a-e"+b-1/(e ) en laque, ay b son reales.



http://es.wikipedia.org/wiki/Combinaci%C3%B3n_lineal

Ahora bien, si

dy_
82 Ea‘zu {E_f(:ﬂ:y)

oz ~ a2z () = yo

O en su forma implicita:

cd
f (I,y, _y) =0 con y(‘rﬂ) = Yo

dx M(zx)dx = N(y)dy
- v dy 2y+y’ —zy’ x
[ Mo = [ Ny 2 () =

uyr) = LW = p(Y) mo= [FE 4 By - (o)

dx

y(@) = TV (yo+ [ f(2)e T dz)
)]

En donde flz)=b=cte.y zp=0, cuya forma es:

Y(&) = yoe™ + (1= ) Y4 Pa)y = Qaly”

o~ [P(z)dz
“/(1—0a)[Q(z)dx + C
wFWﬂ+%1gﬂ”4ﬂ+ tﬁ@ﬁﬁﬂ+%wMﬂ=ﬂﬂ
@)Y 0, i(0) T Y (@) 4 ag(a)y = f2)

fy_ oo ZM)D,E(){ P(z)y = Q(x)

~ y(zo) = Yo

y(z) =

[a,b] C R

Donde £() y Q(Z) son funciones continuas en un intervalo



http://es.wikipedia.org/wiki/Continuidad_%28matem%C3%A1ticas%29

La solucion es;

y(a) = PO [yu + [ Qayel P
dk
¥ 4 Ay f D4y Ay = R@D@ = @), @)= g
Yil(z) = Leonk <n—1, Yy(z)=—Ai(a)Y,_1(z)—...—A.(2)Yo(x)+R(zx)

Y] 0 1 0 0] [Y
Y/ | 0 0 1 0 ||y
_}i,:_ __.:_.1-”_ _.:_1“_1 _.u:_lﬂ_? P _.:;11_ _YI’E_
’y{“] +a1y{ﬂ_lj +...+a,y+b=0
Donde ak(k = D: 1: s :”) € ]Eson coeficientes constantes conocidos.

Siendo asi que:

M aar” e 4a,=0
y(@) =p(x) + ... + yalz)

En el que, calculando las raices de An pueden darse los siguientes resultados:

1. Raices reales disimiles: La solucién equivale a y(z) = wn(z)+ ... + ¥n (1‘) donde
(2) = Cue™” |
YelX) = Lr€ ™ siendo Cy una constante integral.
_ Az
2. Raices reales continuas: No es posible expresar la solucion como yl::t:) = 2Ce . En estos

_ Az Az
casos, la solucion es y(x) = Cre™ + Chze™ g, general, en una ecuacion de orden n, si una

raiz Ao aparece repetida q veces, la solucion es:




q
y(z) = 3 Cia e

j=1

3. Raices complejas: Cuando las raices equivalen a Ay = ay + bki, la solucion es:
Yr(x) = €™ [cos(bpx) + sin(bpx)]

Mas, si las raices estan uniformes, la ecuacion se expresara asi:

q ) 9 .
yp(z) = e[y Cjal cos(bpx) + Y Cjal ! sin(by)]

j=1 j=1

y(if) = yp($) + yh(l‘) = yp(j:) - i Okelkm

k=1

Si tenemos b = x y si se plantea yp(:v) = Az + B, las constantes Ay B quedaran

determinadas asi:

Si tenemos b = cos(2x) y si se propone yp(x) = Acos(2z) + B sin( 2$), las constantes

Ay B quedaran determinadas asi:

M(z,y)dr + N(z,y)dy = 0,
oM 5N

En la que las derivadas parciales de My N: ay y d1 son iguales. Esto es:

OF dF
dF(z,y) = et a—ydy




aF oF
Donde% - M(:r: y) ay (it y)

Tomando en consideracion que F(x,y) es una funcion diferencial, entonces las derivadas cruzadas

oM ON _ O°F
quedan dy - dz dzdy,

fla,9) = [ Mdz+g(y) = [ Ny +g(2)

En tratdndose del factor integrante, éste siempre existe, pero solo en ciertos casos, tales como:

pa) = o BT () = o] F (0 y) = of Tt

J"Irm !! d""

Ju_(i;'y) = E.Jr Nay—Mazx

Cabe mencionar que si:

dM dN

ﬂfy:E,Nm:a—‘T

Entonces:

(ay + bz + cry)(zdy — ydx) — (ag + box + coy)dy + (a3 + bsx + cyy)dx =

T+ oy + a3 =K Vo;, K € R

Donde la matriz es:

0



http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_%28matem%C3%A1tica%29

a1 s dz
by by b

C1 Ca C3

A

Por lo que, el espectro de A es:

G’(A) = {/‘\1,/‘\2,)&3} _ ]K

Siendo los autovalores distintos, asi:

3
k=0
é:j'

S Aik; = 0

Esto es, que los coeficientes sonkl =X —A3; kn=Aa— A5 ka= A — Ag

Mas, si la funcion es implicita, entonces:

ay — A; s a3 al 0
by by — A b3 cr'f? =10
filz,y) = ajr + aby + o} €1 o =X/ \ai 0
3
=1 dx dx
Quedando asi:
d d d? dy '\ d*
i Rl bl b
dr dx dx dx | dx




Por lo que:

Por otro lado, en tratandose de una solucion singular, se emplean notaciones parameétricas, asi:

Iyﬂ! + (y!ﬂ')? —
Mas si:

y' =p,

Entonces:

' +(p) =
Cuya solucion es:

p=y"'=Cz+C?

En espectro integral seria:

y = ffy”dxd:v ffoxw? drdz = f Salve ) m:%"’“ﬂcﬁf

5 +Dz+E,




Siendo la solucion especifica:

Cz* (C?z?
y="5 + 2 + Dz + E.

- -’ - - ’ - - n -
Ahora bien, una funcion con diversas variables se entenderd diferenciable en Lo ceR Si

. T m
f QCR — R , siendo Q un conjunto abierto en R™, en tanto exista una transformacion

lineal Tque cumpla lo que sigue:
f(xo+h) = f(x0) + T(h) + 0(h)
Donde 8(h) equivale a:

O(h
o leml
o hl

Cuya aplicacién lineal es:

et B — f(@) - TR

0
h—0 |7

Ahora bien, la funcion f(x,y) es diferenciable, si x,y son diferentes de 0, esto es:

flay) =€

En cambio, cuando la funcién g(x,y) es continua, se soluciona asi:

zly|

glz,y) = NriEsT



http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n
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La funcion h(T’: 'y) no es diferenciable en (0,0) en la medida en que, no es continua:
2

_ vy
h($:y) - $4+y4

lim Ay =20

Una funcion continua comporta una regla de correspondencia, es decir, Az—0 , por lo que,

lim f(Az+z)—y=0

usando la expresion Ay +y = f(Ax + x), queda Az—0D donde en este caso,

im f) = fia)

f(x) = y. Esto permite afirmar que z—a , 'y si este Gltimo limite existe, entonces aplica la

regla de que, un limite existe si y s6lo si los dos limites laterales existen y son iguales, asi:

lim f(z)= lim f(z)=lim f(z)= f(a)

r—a+ T—il— FT—il

Un ejemplo puede ser la funcion de modulo, en el punto (U:U). Dicha funcién es equivalente

xr, siz =0
LT, siz <0

Por lo que, para valores infinitamente cercanos a 0, el resultado siempre se aproximara a 0, aunque las

1,
~1

sixz >0
six <0

derivadas pueden resultar de este modo { !

Cuando T vale 0, las derivadas laterales dan resultados desiguales, de tal suerte que, la derivada de la

funcidn en el punto ¢ se define como sigue:

f(a+h) - f(a)

f'(a) = lim

h—0 h ,




También puede definirse asi:

ff(ﬁ-) — lim f(I) - f(ﬂ)

rT—a  r—a

Lo cual representa una aproximacion de la pendiente de la secante a la pendiente de la tangente.

Por otro lado, existen diversas maneras para nombrar a la derivada.

f
1.1 (%) Notacién de Lagrange.

2. D, fo am f Notaciones de Cauchy y Jacobi.

3. . Notacion de Newton

dy df d (2)
4. dzx, drodx . . Notacién de Leibniz.

Las derivadas de f , se identifican asi:

-

f (ﬁ') para la derivada de primer orden,
ff

f ("1) para la derivada de segundo orden,

i
f (ﬁ') para la derivada de tercer orden,

(r)
f (ﬁ) para la derivada infinita (n > 3).

f
Para la funcion derivada de f en I, se escribe f (I) De manera semejante, para la derivada de

ff
segundo orden de f en I, se escribe f (I) y asi sucesivamente.

La otra notacion comdn es la de Leibniz, que se escribe asi:

d(f(z))

dax
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Lo que equivale a:

- ()

siy= f(f') la derivada equivale a:

d(f(z))

dx

dy
dax

En el que, las derivadas continuadas se expresan asi:

d" (f(z)) d"y

dxm  odz™

()

dx
d\? d?
(&) U= e,
dy dy du
de ~ du dz’

En andlisis no-estdndar, se pueden derivar asi:

===

¥ =2a"(t)

T a'(t)

y asi sucesivamente.
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La derivada de una funcién f es la pendiente geométrica de la linea tangente:

f(x +h) — f(z)
h

Cuyo coeficiente diferencial es:

f!(it?) — lim f(I + h’i B f(I)

h—0

La funcién derivada se puede calcular, asi también:

f'(z) = lim

h—0

flx+ k) — f(z)
h

Por ejemplo, sea:

flz)=2a"
Entonces:
. flz+h) = f(z)
' _
flz) = lm B
R G ) ki
fr—0
— b 2 + 2ah + R% — 272
b0 h
~ im 2rh + h?
- fr—0 h
= lim(2x + h)

fr—10

= 2z




En las ecuaciones siguientes se considera que ' &, bkeRnelN

@) = af (2) = 0f (2) = 2f (x) = aaf' () = 1f’(a) =
(@)= ar+0f (2) = af (1) = 2" f () = na”
F@) =va P T3 @) = (1) = ¢ () = In ) @

F@)= (o> 0 () = n(a)f (&) = log (s 7 =0

fla) = I_ﬂ =z "f'(2) = —na™" = on+if (x) = sen(x)

f'(x) = cos(a)f (z) = 1*305( z)f' (z) = —sen(z)f (z) = tan(z)

I' (@) =sec’(x) = cos?(z) = 1+ tan’ (I)f (x) = — csclz) cot(z)

flz)= csc(:t:)f () = sec(z)f %:t:) = sec(x) tan(z)f (z) = cot(x)

f(x)= —cicl?(:t:)f (@)= u’ll — 22f (x) = arccos(x)f (x) = arcsen(z)

T O = ) = et @) = o(a) 450

' (2) = () £ K(@)f (2) = g(2) - h(z |

f(z) 29((1;) h(a )+g(( )) (()) (I()) h(g():t)f () =k-g(z)
_g@) g(x) - M h

T =@ @ #a) @)=g@"

fl@)=h(z) ¢ (@) g @) " g(@)" ¥ (z) In(g(z))

f(x)=goh=g(h(x))f (z) = (g o h)- k' = g'(h(z))- H(z)
fley=f"(e)=f"(e)=---=f""e)=0

(n) _
Por tanto, J () <0 = z=c ¢ un punto maximo local, por lo que,

(n) _
[ (x) >0 = x=cep punto minimo local.

Ahora bien, si flz): ACR — R g z0€ A y sea P (zq, f(z0)) punto

concerniente a la funcidn, entonces:


http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_matem%C3%A1tica

Se dira que P es un maximo local de f cuando existe un entorno reducido de centro Xo, donde para todo

elemento x de E'(Xo) se cumple f(I) < f(ID). Para esto, se debe cumplir f(x) < f(xo).

Se dira que el punto P es un minimo local de f cuando existe un entorno reducido de centro Xo, donde
para todo elemento x de E'(Xo) se cumple f (I) > f (Iﬂ).

En tanto que, si flz) : ACR+— R gaz0€ A y sea P (zq, f(xa)) g punto
concerniente a la funcion, entonces:
Se dira que P es un maximo absoluto de f si, para todo x distinto de X, su valor es menor o igual que la

de Xo.

P (20, f(Z0))es maximo absoluto de /| == V& # 2o,z € A, f(20) = f(2),

Se dira que P es un minimo absoluto de f si, para todo x distinto de Xo su valor, es mayor o igual que la

de Xo.

P (20, f(x0)) g5 minimo absoluto de / == VT # o, T € A, f(0) < f(x)
silafuncion esf () 1 A C R — R 15 derivadas son:

o f— (=)

2. f— ()

3. f'(x) =0

A ={z, 20,z /f(2i) =0 Vi=1,2,..,n}

5. fn (wi) < 'D, se tiene un maximo en el punto M (zi, f(x:))

6. fn (x4) > 'D, se tiene un minimo en el punto 77* (25, fl)),

7.fﬂ($t') =0
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n
Si la derivada es par, se trata de un extremo local; en un méximo si f (:Et-) <0 y en un minimo si

"
f (13:') > 'D. Si la derivada no es par, se trata de un punto de inflexion.

Maés concretamente:

f— f(z)
f—= f(z)
f— "(x)
fiz)=0
x={r1, 20, 0, oo/ f(2) =0 Wi=1,2,..,n}

Si fm (:12'1-) ?é 'D, entonces se tiene un punto de inflexion en P (3’1': f($t))

Il
Si f (:trt-) = 'D, entonces, debemos sustituir i en las sucesivas derivadas hasta obtener un valor
distinto a cero.

En el punto critico se verifica:

En cuanto a relaciones definitorias, tenemos:

[J‘ijj Jre] = ikdie — Ojedin — OirSje + Oied



http://es.wikipedia.org/wiki/Punto_de_inflexi%C3%B3n

Por lo que:

1
[Jt';i: Qa] = 1 ("If‘:"':r‘j - ":r‘j":r'f)ﬂb Qy
De lo que se obtiene:

[Qa. Qo) = 5T

A partir de lo anterior, la identidad de Jacobi es igual a

Ex — SO(10) — SU(5) — SU(3) x SU(2) x U(1)
(4+1,+1,0,0,0,0,0,0)

En la siguiente ecuacion se describe:

_ Ay
- Azr

T

Dados dos puntos (x1,y1) Y (X2,¥2), la diferencia en X es x, — X1, mientras que el cambio en Y se calcula

como Yy, — yi. Por tanto:

_Y2—
T — Iy

T

Si la pendiente m de una recta y el punto (xo,yo) de la misma, estan identificados, entonces la ecuacion

€s:

y—yn=m(3:—xn)




La pendiente de la recta es:

Ar4+ By+C =10

La misma que esta dada por:

Definiéndose asi:

Por tanto:

d(f(z))
dx

d(f(=z))

i () @

d" (f(z)) d"y
dxm  odax™

(45

dz

dax




Lo cual se puede explicar de esta manera:

(@) U0 =2 o).

(dz)*
dy dy du
dz ~ du dz’
o dx ,
T= =0 (t)
¥ =a"(t)

Y asi sucesivamente.

Ahora bien, si la funcion f tiene limite, entonces el limite de una funcién f(x), se calculara de la

siguiente manera:

lim f(z)=L <= ¥ >0 3§ > 0/¥Vz € Dom(f),0 < |z —¢ <d —|f(x) - L| <¢

I—C

No obstante, hay casos como la funcién de Dirichlet I) : R — IR en la que:

m f(x)

: . h
Donde no existe un nimero c para el cual exista z—«c

En cuyo caso, los limites se calculan asi:

lim f(x)=1L

r—et



http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_Dirichlet

lim f(z)=

E—C

O asi, segun el siguiente cuadro:

Limite de Expresion.
Una constante. lim k= k
La funcién identidad. llmzr = ¢
El producto de una funcion y una . o .
constante. al:l—rnil: kf(z) = k:!:lﬁ}: f(z)
Una suma. Lm}:(f( ) +glz)) = llm f(:t:) + llm g( )
Una resta lim(f(z) — g(x)) = Lln{, flz) - },}mcy( z)
Un producto. _Tl:ln}:(f(x)g[ x)) = _Lln}:f(it:) :lcln}:g(:t)
) . f(-’l:) lim,_.. f(i:) s e
Un cociente. him si im alx U]
z—c g(x ) lim,_.. g(x) 'T_’Cg( )?é
Una potencia. iin}:f(x)g{”: — im}:f(x)"m“—*“g{mj si f(z) >0
Un logaritmo. iln}: log f(z) = log Lln}: flx)
El nimero e. lil‘ﬂﬂ(l _|_$)% = lim (1 + 1) = £
r— £ I

Funcion  f(x) acotada y g(x) lim U-(i:) g(:t:}} — 0
infinitesimal. T .

O asi (desigualdades):

t R ot
M mysh o gy s
. flz) N 27 27
lim —— = lim : s 25 =27
2 g(2) o g(a) Jim sm( . ) cos ( . ) 2m
. sinz ) T . tanzx . T
lim = lim — =1 lim = lim =1
r—0 r—0 gin 7 z—0 7 z—0 tanx
. sInzx tanx 1 —coszx 1
lim = lim = 1lim 1/21 < <
=0 tanT z—0 gin T 70 T2 sin & COST
sin x
cosT < < 1
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Calculando el limite cuando x tiende a 0:

sin

lim cosx < lim < lim 1
z—0 z—0 z—0
Es igual a:

. sinT
1 < lim <1

r—0 7

De tal suerte, que, aplicando el teorema de estriccion, el limite es 1:

. sIinT
lim =1
r—0

Cuyo tercer componente, se calcula asi:

lim (tﬂ’”) ~ lim (Sm) im ot —1.1=1

x— T r—0 T

Formalmente, la sucesion a, se aproxima hasta su limite L, siendo que converge o que es convergente

a L, es decir:

lim a, = L

N—20




De manera formal, se diria:
a, — L&V >0,AN >0:¥Yn > N, |a, — L| <c¢

Cuyo limite, si se puede demostrar, se tendria por unico.

lim, f(z) =
im f(z) =L <= Ve>0 3§>0:0<|z—¢ <d — |f(zx) - L|<c

Iim A4, =lminf A, = limsup A, = U (ﬂ A ) ﬂ (U A )

n—o0 n—00
n—oa n=1 n=1

Asi, si la funcion f continda en el punto xi, por lo que:

3 lim_f(z) €R3 lim f(z) eRI lim f(z)eR A I lim f(z) R

.'1:—:.'1:1 Ty .'1:—:.'1:1 Ty
lim f(x)= lim f(x)
T—xy F—T

lim f(z)= f(z)

r—r1 z—T] Fr ( 1).'1:—:.'1:1

im, ()= lim_f()= lim_f(z)

Una funcion f es continua en un intervalo 1, si y solo si la funcién es continua en todos los puntos del

intervalo, es decir:

Va & I,lim f(z) = f(a)




Por tanto:

1
flz)=—
Lim f(x) =L~ )

Lz”nl flx)=L"

I—

L-=Lt=L

#

L™ = Lim f(x) LT = Lim f(x)

Ir— i E—a

E—*d L1

Lim f(x)= L Lim f(z)=1L }

La discontinuidad de una funcion se cataloga en:

L—l

Lim f(x) =L }

fla) # L

I—d

Lim f(z) =L }
3 f(a)

L

Lim f(z) =1L }

fl@)=1L
Lim f(z) =L~

FE—d

Lim f(z)=L*

£ —hﬂ+

L+ L+

&

Salto= | lim f(x) — lim_ f(z)]




Lim f(z)=1L

I—d

Lfﬁi flx) = £oo

£

Lim f(x) = +o0 )

E—+1

Lim f(z)=1L

z—at

Lim f(x) = +o0

E—+1

Lz’ﬂ1 flx) = +o0

£

( Lim f(z)= L1

F—a

o

Lz’ﬂ1 flz) = L

L

A f(a)
Lim f(x)=L1

F—a

Lfﬂ“i flx) = L24

L

( Lim f(z) = L1

r—a

Lim f(z) = LX

.'E—hﬂ.+

| f(a) = L1
( Lim f(z)=1L

r—a

Lz’m+ flx) = o

Kl

fla) # L1 # L2

( Lim f(z) = L1

FE—a

Lfﬂ’i flx) = L2

£

\ 3 f(a)

| fla) =12
(Lim f(z) =L

Lin 1) =
\ fla)=L

( Lim f(z)=L ( Lim f(z)=L ( Lim f(z)=00
{ Lim f(z) = —ocof Lim f(z) = —ooq Lim f(z)=L
[ # f(a) ( fla)=L ( 3 f(a)




( Lim f(z) =ocof Lim f(x)= —oof Lim f(z)= —o0
< Lzm flz) = Lzm flz)=L { Lim f(z)=1L
( fla)=L [ 3 f(a) \ fla) =
( Lim f(x) =ocf Lim f(x)= —oof Lim f(x)= o0
R R 3

Lzm flz)= Lz’m flx) =00 Lim f(x) = —o0
¢ i f(z) = —oof Lim f(z) = oo Tim f(z)= -
4 3

Lim f(z) = — {%Lsz( ) A Lim f(z)
( Lim f(x)=L( Lim f(z)=1L
$ ﬂLzm flz) < ELzﬂ}_, flx) { EEEE f(2)
3w Lsm=o (MRS

(A Lim f(z) ( 3 Lim f(x

(A Lim f(x) { Lim f(z) =L Lim f(z)=1L

Ir— i

Ll =350 s=1
( Lim f(z)=L( Lim f(z)=1L

{ Lim f)=L{ Lim f()=1L

( #f(a) \ fla)#L




Lim f(z) =L )

FE—a

Lim flx)y=L*" % Lim f(x)=L
o o e Lim f(x) = f(a)

Ll

El dominio de una funcién se calcula asi:

DcX| VYVeeD: JyeY A y=f(z)

D:{IER AN oa<z<b|dyeR A ny(:r)}
D={zeR A z€(ab)|IyeR A y=f(z)}
D={zeR AN a<z<b|IyeR A y=f(2)}
D={z€R A z€(ab|FeR A y=f(z)}
D={z€R A a<z<b|IeR A y=f(z)}
D={zeR A z€lab)|IecR A y=f(2)}
D={zeR A a<z<b|IeR A y=f(z)}
D={zecR A z€clab|eR A y=f(2)}

epif = {(z,p) : z €R", p €R, f(z) < p} CR".

Una ecuacion de primer grado, equivale también a:

fiX Y 14(z) = 1 ifxeA,
y=mz—+n T +— y 14:X— {01}

1 size A,
]_A(I) = {

0 ifz¢ A

0 sizég A
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Siguiendo este mismo orden de ideas, la funcion de Heaviside, es una funcién discontinua cuyo valor

es 0 para cualquier argumento negativo, y 1 para cualquier argumento positivo:

Se calcula asi:
H(x):u(ﬁ):{n, z <0
I, >0 H(—z)=1-H(z) H'(z —a) =z — a)
E—as i 1
L{H(z - a)}(s) = = H(z)= lm oy
0, <0
H(z)=lim (1 4. i) f& S E
0=t (L) = [ atoa "7 IS
0, z<0
. Hy(x)=<¢n, =0
H(z) = 5 (1+ sgn(x)) L, 20
H T 1 = 1 —imrd
(x)_ﬁll-%_g?ri —mT+iE€ Tf:]ﬁ_’z

[z] =min{k € Z | z < k}

T4e
l S —xaly)dy=lel,  0<e<l | vtkez|k<a)

y=|z] : y:{y: yeZ N zTeR A yff.:.::ﬁiy—l—l}

1 & sin(27kz)
Tt= - — — — 7
rEeEL e |z =x W} = Z
B 1 1 X sin(2nkx) B 1 = sin(27kz)
int(z) = 7 — 51112(:{:) : sm(?;k:t:)



http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_definida_a_trozos

En tanto que, la funcion entera es aquella que estd compuesta por la funcién piso y la funcion techo,

definiéndose asi:

six>1 [z] = | x|
int(z) =[z]=¢s1 —1<a<1 [z] =
six<—1 [z] = [7]
1, sixz>=0
sgn(z)=14 0, siz= _dlz| _ [ 1, siz>0
1, siz<0 sgn(z) = - 1, siz<0
1, sixz >0
u(z) =143, siz=
0, sizx <0 sgn(—z)= —sgn(zr) z=sgn(z)-|z| zeR
a, sia=10
d|x d sgn(x al = ’ —
A7l sgn(a). LD _ g I {_a, Sia<0
|.51.| >0 No negatividad.
|g,| =) = a=1 Definicion positiva.
|a.b| = |a.| |E;-| Propiedad multiplicativa.
|a. + b| < |a.| + |,5| Desigualdad triangular.
| _ a.| — |ﬂ_| Simetria.

|a. _ bl =) — g=2~b Identidad de indiscernibles.

la—b| <|a—c|+|c— b Desigualdad triangular.

|a. _ ,5| > ||a.| _ |b|| Equivalente a la propiedad aditiva.
a lal , . 5 i6n de la divisi

= b0 reservacion de la division.
AT (sib#0)




Es valido también:

la] <b <= —-b<a<bh

la| 2 b = a>bva< -b

En otro orden de ideas, el valor absoluto de un nimero complejo z es la distancia T desde z al origen.

Se calcula asi:

la| = Va2 z = & +iylzl = V2* + 92
|2+ 0] = V22 1 02 = Va2 = |z 2= 141y =1{c0s0+1500) 7 = & — sy 2] = 7
|21 = |2l = vz

La mantisa del logaritmo de un nimero x mayor que cero, se calcula asi:

m(z) = logyg(x) — C = logyo(x) — [logie(z)]

bh—oo \j—o0

c
D(z) = {d D(z)= lim ( lim (ﬂﬂs(k!wx)gj))
n+1, sim = 0;
A(m,n) = ¢ A(m—1,1), sim>0yn=0;
Am—-1,Almn—-1)), sim>0yn=>0

fol2) = s(x) filz) = f37(z) = 5" (2) folz) = i (x) = (s7) " (2)
feva(z) = fi P (2)

keN, fre FRP a>b, frla) > fe(b) .k €N, folz) >z
keN, fr(z) > felx) Amn)=2— (n+3) - (m—-2)-3



http://es.wikipedia.org/wiki/Logaritmo#logaritmos_decimales

A(m,n) = hyper(2,n+3,m —2) — 3 Folz,y) = x + v,
Fn-l—l(Ia []) =&, n > []Fﬂ-|-1($1y+1) = Fn(Fn-l-l(I!y)!Fn-l-l(x!y)+y‘|'1)1 n :_> 0.

-y

dln

Las notaciones d(n) y t(n) son usadas para expresar co(n), o el nimero de denominadores de n. Esto

€es:

T ) T {ﬂv;‘l‘l] 1
d(p)=?d(p”)=ﬂ+lﬂ(p)=p+1ﬂ=f=nlp" ’ Ul -1
o.(n) = HZp” H (L+pf + P + o 4+ PP7).1(n) = lr](ﬂf-l-l)-
i=1 j=l) i=1 i=1

7u(n) = 3 1Y con 52 _ (s)¢(s - a)
p=1 n=1 n*

3 a(mouln) _ (s = a)C(s = BiC(s —a = )

= ns C(2s —a—b) '

o0 " _ o0 nﬂqﬂ

ﬂ.z:lq U“(n)_gl—q“ Ve > 0,d(n) = o(nf).

Vo >1,Y din)=zlogz+ (27— 1)z + O(Vx)
n<r

lim sup— 2D _ v

n—oc N loglogn 'o(n) < e'nloglogn  ¥n > 5040

o(n) < H, +In(H,)e™ w(m) = |{n € Nln <m A mecd(m,n) =1}
p(mn) = p(m)p(n) n=pitepy

-]

o(n) = (p1 = 1)pi"" -~ (pr — ;7 pin p

Y o(d) = n p(n) = zljd,u(n/d) 3 p(n) _ ¢(s—1)

d|n

n ¢(s)




A partir de este punto, se incorporan modelos matematicos aplicables a la econometria tedrica en

sentido lato:
= dt , v _dt
i@ = | @)= |,
o - dt = dt
Mﬁ)—fﬂ%k(ﬁ hﬂﬂ_%ﬁ;shﬂﬂ)' Li(z) = li(z) — 1i(2)
z (df
Li(zx) = L ot li(z) = Ei(In(x)),

'il’l

life") = Ei(u) = Hf—l—lnu—l—z parau # 0,

!
)n 1(11.1 I)n [(n—1)/2] 1

li(2) =7 +lne+ Va3 T 5
n=1 '

P 2k+1' )
T
(1:) (IHI) . hzlil ln_j:}h
li(x) 1 2 6 _ z ot
z/lnz Tz (Inz)? * (In )3 + 0 Ei(r) = Sy dt.
el —i:
&m:/ “odt,  |Arg(a) <
3 . E—f‘“
Eﬂﬂ:i/ Codt,  R(z)>0
1
lifﬂ Ei(—z +16) = '(I):Fi?r, x>0,
Ei(z) =7+ hz+ Z x>0
:"":' 1)k+1 k
Ea(2) = 2+ T (A <)
—z) N1 ] ol
Ey(z)
Z =T

1 mln(1+2)~=:E1()-::e‘mln(m-l) x>0
2 T T




2 x k1 Lk
Ein(z)zl (1—ef)— Z k}kf

k=1
Ei(z) = —v—Inz + Eln(z) |Arg(z)| <7
Fi(z) = v+ Inz — Ein(—=z) x>0 li{z) =Ei(lnz)

1= [ g, (0) = 27T — ) ) = B(e).
E/(2) = -Falz) (n=123,..)

Ei(z) = [ﬂ E;:dt E(iz) =1 (—% + Si(:t:)) —Ci(z) (z>0)

erf(x) = %£ e dt.crfo(z) = 1 — erf(z) = % ]:G e " dt.

w(z) = E_Ezerfc( —ix). erf(—z) = —erf(z). erf(z”) = erf(x)”
{yag2ntl D . R S

erf(z) = \/_an'_?n—l—l) ﬁ(x_§+ﬁ_ﬁ+m_"')

i (_1)1’1 2n

- nl

—(2i - 12"\ 2 x~ oz pp-—2
erf(z) = f;( H i(2i+ 1) )_ﬁ;2n+1n i

i=1 i=1

—(2i —1)z% d 2 orf 1(z) = i Ck ﬁa‘: e
Erf(:r:) . — 2k + 1 9 1

i(2i+1) dx N
k—1
. CrmnCl—1—m T 127
= E (m+1)(2m+1) {1’1’5 90""}'

g 1208 L 43697 o BS0TE +)

1 L _Sas0T™
erf™(z) = ‘f(” ¥ 50"t 10320" " 5e060s0” T 182476800°

erfe(x) =

3.5-- = on)!
l1+;( —1n 5(%3 )] xfz )“n,((;))?ﬂ.
_4/11r—|—|:1:-::2 B 8(?‘1’—3)
1+ az? ) a'__3?r(?r—4)'

erf’(z) ~ 1 — exp (—:1:



O(z) = é [1 + erf (%}J = %erfc (—%) :
probit(p) = & (p) = V2erf 1(2p — 1) = —v/2erfc (2p).
erf(x) = \2/_ By % g, —x? ).

1 sgn(x) (1
erf(z) = sgn(z)P (5 ) Y- ¥ (5,1: ) <en(a)

U L& g z
B, (z) = %fﬂ e dt = %E)(-n m.,@om: =
E,(z) = @) (F ?E ) - (%’Iﬂ)), a>0
erf(r) =1 — L\/g?) i"erfe (z) = /:E i"terfc(¢) d¢.
i"erfc (z Z; —ijr 1+ p— j) :
i*"erfe(—z) = —i*erfc (z) + Z Sl 2@}’(?“ 2
2g+1

2m+1 _ _ 2m+1
i erfe(—z) =1 erfe(z) + Zﬂ 22m—a)=1(2g + 1)l(m — g)!

_ S (ay)elag)n .- (ap)n 2
pEglay, ... apiby, ... by 2) = g ORGSR ~

(a)n =ala+1)(a+2)..(a+n—1) R (b~ a;) >0

_ (-1)* r\#re “ 7’ e
_,czzf‘Jk!F(kJraJrl)(ﬁ) _QGF(GHJ[1_2(2a+?)+?-4(?ﬂ+2)(?ﬂ+4)_'”1

7t x5
Jﬂ(i?)—l 22+2242_224262”.
x3 xb x’ dJo(z)
Ji(z) = E T 92y + 02426 2242628 JD( ) = dr —Ji(z)
L [m | :
J —_ _ : dr..J - —i{nT—rsinT) dr.
n(T) ?TL cos(nT — xsinT)dr.J,(x) 2’}1'/_ € T




1 1 o0 ;
Jo(z) == f"c-::ns(crr — xsinT)dr — sin(am) f e~ msimhO=at gp o > —%
0

moJdo o

1 T2 _2a-l
&(I)_F(&—i—%)ﬁ?ﬂ’—lfu (z° —717)" 2 cosTdr.

o et 1 ()
240y oA 8 (g a5 () B
Vi(z) = Jﬂ(:v)msi(li?;)ﬂ) J_ﬂ(:r:)] Va ¢ 7
Yo(z) = lim Y (z), ¥Yne€Z

F—T

Yilz) = %f;sin(:{:sin 0 — nb)df — %f [E""15 + (—1)“5_“‘5] g~ sinht g4
HL (2) = Ja() + i¥a(2)
You(2) = (=1)"Y,(2)Vn € ZHD (z) = Jo(x) — iVa(z)

J_o(z) — e (x)

HY (z) =
() isin(om)
e J_o(z) — 2™ Jo(z) H (2) = limg_, HY (z)¥n € Z,
(z) = —isin(amw) H (2) =lim,_, H? (z)vn € Z,
H{n (I) amH{l ( ) E_’i’m 4o
. (1) iz cosh t—art
H{_::l[:I) — E—a:rrtH{‘z] (I) H ( ) i . = dt.
H®(z) = e tomi f —izcosht—at gy
(y(z) = AJ (:c) + BJ o(2) Vo ¢ Z
y(z) = AJ,(z) + BY,(x) Yo eR
dx
ylx) = Ady( 72(2) VaecR
| y(z) = AHY (z) + BH“’ (;r,) Vo eR
d?y dy
) +I£ —(2®+a’)y =0,
o0 1 T e+ z® $? .'174
I(z) = 0o |
(z) ,E]k![‘(k+a+1) (2) 2T(a + 1) [ ! 2(2&+2) et ety
xt "

I(z) = i~ Ja(iz) = e~°"/2 ], (iz) Po(2) = Lo+ g + SETETCREE




r oz xd x’ , dly(zx)
Ii(z) = 9 + 924 + 22426 + 9242628 Iﬂ(x) = dﬂx =Li(x)

Ko@) = T el®) = Lo(z)

2 sm(mr)

;g@)lmﬁw@

Yo it Z

i ¥ I_p(z) — I(x)

p n2  sin(pm) vn €L

T)=5 &HH{I ir) = —Eimrle_imﬂfj —17).
Ka(z) = % Erm)__ -2,1,3_&15 (—ix)
Kola) = geThom [~ mimsnntotgy
(y(z) = Al(z) + BI_o() adZ
Jylx) = ﬂfa(iﬂ) + BK.(z) Va eR
dax
hy(i?) = AlL(z) + Bl(z) | ) Ya eR
zjzg + QIj—y [2® —n(n+ 1)y = in(x) = fjﬂﬂﬁ(x

yn(x) = \/7}/;&132(3’ )= (- l)ﬂﬂ\/iui—n—uz

sinx L1 d CcOST
Jn(2) = (=2)" (:t:d;t:) T Yn(2) = —(-2) (:t:d;t:) T
) sina | B sinx  cosxT . (I) _ (E B ) sinx B Jcosx
jolx) = Jilz) = 22 J2\T) = 2 T 2
_ 15 6\ sinx 15 cosT _ COS T
i@ = (5 -3) %~ (@) @ =@ ===

cosT  sInT

x? T

ya(x) = —j- g(x)—(_x_?’?Jrl) cosx  3sinz

TS S T = 2o )
e & i m)!
() = julz) — iyn(z). ) () = (=) x Zﬂ ml(2x)m :::: i mi!



in(T) = 1,," In+1j? " n(ix)

kn(x) = \/7 n+1f2($) Ezﬂhﬂj (m:)

Te " & (nt+m) 1
kn(x) = 3 > EGS\£22 221 Z ’jﬂ 1

z m_um‘(ﬂ m)‘(?:v) o

1 .
—sinvz? 4+ 2zt =
z

falz) = {jﬂ.(z),yﬂ(z),h;”(z),hf?(z)}vn cZ

(li)m (z“*lfﬂ(z)) = 2T f(2).

zdz

Sa(@) = 2jn(x) = \/72/2]01/2(2)

Cn(z) = —xyn(x) = —\/72/2Y,41/2(2)

En(w) = 2 (z) = \/12/2 HLLy jo(2) = Sa() — iCa(2)
(u(2) = 2h) () = \/72/2H7), () = Su(2) + iCu(x)

o d? 1 o
dxg + 2 —n(n+1)y=0 Jo(z) =~ NCESY (E)

{fr In(z/2)+~] sia=0

I.(7) ~ % (1 + U= Qag)il i 2&) )  Ko(x) = EE_‘T‘.

{—IH(I/Q)—’T sia=0
1 T\ K,(x) =

L@~ e () " (2)7 s> 0
E{m,’? (t—1/t) Z J 31:)1“ Et'::cusqb: Z E‘nJﬂ(z)Eim}b!

nE

ol




flz) =agdu(z) +2- Z apJyin(2), ay = % f(z)O(z)dz
=1 L J)zl=c

f(z) = Eﬂ-:t}wzk(z) a, = 2(v+ 2k) lm f(z) ink(z)dz

dz 25111( (@ — ;5’))
T a3

| 2Z

1 o
L {gamﬂxﬁ} (s) = ﬁ; (s +/1+ s2)v+k

S aet =) (1 =)
o

ChS vortw 3 ICRUSLRI

_ 2 *  sin(zu) Iy

(%)“-ﬁ-r@—v)f -
2—”"z (2) = Zo1(2) 4+ Zos1(x) 2% = Za-1(x) = Zata1 ()
(é) [fz&(x)]zf—mza_m(x(%) [Z‘f)] =(=1)" ;,Tf)
le/2)(E+1/t) _ Z I( e* % = [y(2) + 2 i I,.(z) cos(nd),
Corr(2) - Cara(@) = Q—D‘ca(:c)
dc.,

Ca-1(x) + Coqalz) = QH ) .
L (1)

1
/ IJ&(Iﬂ&’m)J&(IH&m)dI - ?[J&-I-l t:1~';-|:r,,'.r'.ri.):|2 -
0




1 . . Jm’ﬂ .
L IEJ&(Iua,m).?cr(Iu&,n)d$ — []cr-l—l(ucr,m)]?

’H’
fIJ&( ) (u— ﬂ)jmx Jaluz)jo(ve)dr = 21&25(“_1})
dB, dA, Gy
Aa(z) dr  dax Balw) = z

dY, dJ, 2 dK, dI, —1

“(x)E T dr Yo(z) = — ﬂ(iv)E T dr o) = z

NI = Y (( _;E)z)ﬂtfm(z)

yplaz) = {J,(az), Yy(ax), I(ax), Hy (ax), Hy? (ax)}

d P d P
E'yp(cm:) = ayy-1(ox) — Eyp(cm:) ayp(cm:) = —Yp_1(0x) — Eyp(cm:)

yplaz) = {J,(az), Y, (ax), Ky(ax), Hy (ax), H (ax)}

d p
E'yp(fﬂj) = —ayp(az) + Eyp(ﬂx)

d P
E'yp(‘ﬂ’) = aypi(ax) + Eyp([”)

yp(ax) = {J,(az), Y, (ax), Hy (az), H (az)}

i) 8% 2p

yp(a) = Slp1(02) — Ypra(0@)]gp-1(07) + gpir(07) = oy (02)
z z 2e

= (E) T (5) - Jrz I(2) = E ka“‘““
_ kzk . o\ ((}(? B 1)%) .

Jy(2) = g(—l) FL,H(z),L,(Az) =A g Il I1(2);

Lz 4+ 22) = Z L w(z1)i(22);

k=—oo P

T2) = (a(2) 4 Ta (), L2) = (la(2) = Lo (2))

nE




1

$(2) = 5(Jo-1(2) = Jona(2)), L(2) = 5(L1(2) + L (2));

bl |

() - B o

’”dci/V
z(14+ W) e =W vparaz# —1/e,
aw o W(z)

& AWy Pres7 e
fw(i")d*f:iﬂ(w(fc)—lJrL)Jrc

W(x)
g ) 3 8 125
Wg(:t:):;{ ﬂ)! Iﬂ:iE—I?—FEIE—gI‘L—l—HIE—"'
X=Ye — Y =W(X) Pt =cx +d
p>0Acd#A0t =0T+ tp:R:—Ep - 1= Inp

W(=222 %) d F () = F{A}(w) {“ stw <0

Tr=— alnp - —7 siw=>=0
H(w)=F{h}(w) = —j - sgn(w) F{sHw) = H(w) - F{sHw),
FlsHw) = —H(w) - F{sHw)s(t) = —(h x3)(t) = —H{s}?).
Notacién. Transformacion de Hilbert.
s(1) H{s}(t)
sin(t) — cos(t)
cos(t) sin(t)

1 t
2 +1 2 +1
sin(t)

y 1 —cos(t)
Funcion sinc. 1
n(t) 1 |t+3

g . —In ?

Funcion rectangulo. T 1 — 2
3(t) 1
Funcion delta de Dirac. ﬁ




Flo) = £} = [ et
F(s) =L {7 =lim [ e gty dr

Fa(s)=L{f(t)}= | e (1) dt.

—0

z= fX(:E)E‘“ dr z = f)((:t:):t:’gl d:er(I)E_uﬂ-E d;t:,f:tsqia(ﬁ) dx,

1
y=e* f e f(t)dt + cre™ oy = 5 a.f(t) = ™ f e f(t)dt + cre™

e’ € 1 |

“D*-3D+2 (D-1)(D-2) D-2° D-1°
Y= (EﬁfE_Jztf(t)dt—l—clﬁzt)—(ﬁtfﬁ_ff(t)dt—l—fgﬁt) = e*(—e ) +ere”) —(e' (t)+eaeh)

Y

(v= e = (2 + Ve = te')2 {ay (1) + by 1)} = al { (1)} + DL {9(0)}
L)} = sE{f (0}~ FO)LLF(0)} = 5 £LF@)} — 5£(0) — £/(0)

L{fMM} =s"L{f()} = "7 F(0) = = f77(0)
L@} =s"L{f @)} =" N 0) { / f(r) dfr} = £/}

C{tf(t)} = —F'(s)L{e" f(t)} = F(s —a)
L{f(t—a)ult—a)} = *F(s) L {e®F(s)} = f(t—a)u(t—a)

LLEf(@)) = (=1)"DF[F (s)] L{f g} = L{f1L{g}

£l = e || e roa e

LA@) +9t)} = LAUF() )+ LAg()} LAaf(t)} = al{f(t)}

Euncic Dominio (tiempo) Dominio Region de
T a(t) =L7HX()} (recuenciarX (8) = L{z(t)} convergencia

Retraso ideal J(t — T) E—TS

Impulso unitario 5(t) 1 todo s




Enésima

potencia

etasadaycon (L= 7)" _T)ﬂe‘“{f‘” ‘u(t —7) - ntl 5> —o
desplazamiento n! (s + )
en la frecuencia
. tenci n 1
n-ésima potencia __ . -
p - ult) peres s >0
g-ésima potencia s (t) 1 0
Mg+1) " 5o+ i
Escalon unitario u(t) 1 s >0
5
Escalon unitario g TS
con retraso u(t —7) —S 5 >0
Rampa -t u(t) - 5> 0
5
Potencia n-ésima
con cambio deﬁe—ﬂf.u(t) ! 1 5> —o
n
frecuencia n! (5 + Df)
Amortiguacion ot 1
exponencial e ™ - u(t) s+ o 8> —0
Convergencia ot ¥
exponencial 1—e™) - u(t) s(s +a) s> 10
Exponencial 1 e 1
doble b—a (E —E ) (S—|—H)(S—|—b) 5}—ﬁ-y5}—b
w
seno sin(wr) - u(?) o 5> 0
5
Coseno Eﬂs(wt) . u(t) S? + w? > []
Senoconfase  gin(wt 4 ) - u(t) S Sm(@? + '5’-;‘3059'9 s> 0
54+ w
. . . ¥
Seno hiperbolico Slnh(ﬂt) -u(t) TR 5> |cr|
Coseno 5
hiperbolico  COSh(ad) - u(t) 2 o2 s > |af
Onda  senoidal of - w
e " sin(wt) - u(t) 8> —qx

con

(s + )2 4 w?




amortiguamiento

exponencial

Onda cosenoidal

con 5+ v

—of
amortiguamiento © ﬂcns(wt) -u(t) (54 a)? 4+ w? 8§ = =
exponencial
Raizn-ésima  3/%. u(t) g~ tntl)fn (1 + 1) s >0

1

Logaritmo i to
natural In (E) - uft) . [ In(tos) + | s >0
Funcion de

Bessel n /52 AN 5 >0
Jo(wt) - u(t) W (s + 57+ )

de primer tipo, N (n>—1)

de orden n

Funcion de

Bessel

modificada [, (wt) - u(t) W (S Vst - '”2)

de primer tipo, 52 — w?

s > |w|

de orden n

Funcién de
Bessel
Yo(at) - u(t)

de segundo tipo,

de orden 0

Funcion de

Bessel

modificada K‘O(th) . u(t)
de segundo tipo,

de orden 0O

Funcion de error El'f(t) -u(t) 552”451'1:‘3(5;"2} 50

&5

Funcion. Transformacion.
d(x) 1
u(z) 1/2(6(f) +1/(imf))




sin(wpx) %[5(’1&’ — wo) — d(w+ wo)]

cos(wo) m[6(w — wo) +6(w + wp)]
1 2nd(f) = 8(w)
1
e "u(t),Re(a) >0 Tt iw
2a
E_ﬂlﬂ, a2 _:I w?
_ﬂ 1
‘u(t),Re(a) > 0 (at iw)?
z(t) = {11 S? t<T sinc (w—Tl) = ESin(WTl)
[], s1 |t| = Tl m w
B t\ J1-E sift|<T ., (wT
x(t) = tri (ETl) {[], T i lf] > Tlslm:? (T)
- m_(n) z
(1) f=f SRzl < oo f=f fes
d
[Tel(x) = ZP& 9)(3) v, F{ZE}O) = i€ Fi}(©
i
F =_(F s
(iz - w(o)}O) = (o4O ) = S
+oo
— . z),q(1)) = )% glz)de
Frot= -4 (@ ote))= | flx)sglo
Vo, : F(M) — R Vf,ge F(M),VAeR, 6,(g+ f)=0d,(g)+ d,(f),
iy TOD = Bapeg) _or o
0,(Af) = Adp(f). f T Bmp O Oy Omig
org) _ 9 d(f-g) _ Of dg
axt. IP tf‘hﬁt IP 81:1_ o = 81:1- IPQ|P ‘|‘f Ip af:’ IP.
& F(M) — R |
f — Evilp



0p(f) = 0p(A) = 8p(A- 1) =50y,

5,(1) = 6,(1-1) =6,(1)1+16,(1) =6,(1) + 6,(1), pe M, V5, € T,M
feF(M) dy(p- f) = 6p(f).
0,(p - [) =0,(p)f(P) + p(p)dp([f)delta,(p- f) =0- f(p)+1-0,(f) =
0p(f)- peM, Vo, e M, fgeF(M) fv=av 0&f)=7(g)
p-f=p-gn pP-fp-geF(M) 0,(p-f)=0dp-g) 6,(f)=7d(g).

Ve >0,3ng > 0:Yn > ng, d(x,,1l) <e Jim z, =1 T —

n—0

sup inf xy = sup{inf{z; : k£ = n} :n = 0} lim (inf :t:;;) lim inf ,,

n=0 k>n n—o0 \ k>n T— o0
lim =, lim supx,, = lim x, = inf supz;, = lim | supwz;
o 1l—oa —00 n=0 k>n n—20 \ gy

lim inf z,, < lim supx,, .

n—0 n—o0

1) _-r
(f+9)=f+d (cf)=cf  (fo)=fg+fd (f) f?

f)‘ fg—rfg q P

" = ! g?é[] f f = () —r =

g g° (fog) =d(Nf @t~ "Z*= !

d _ fi r—1 i ny n—1
E(m)_cd_;tx - dxﬁl‘»‘) enx
D= d (1N d L,
d$|$| |I| SgNT, €T 7£ 0 @ (E) = a (:I: ) = —T = —E
d /1 d , _. o c d, —~ 1
E(;):E(ﬂj ) = et = - (V) = —seaz > 0
doold oy 1y 1 o “

V' T @t T2 T T

d n L, d 1
Ef(:tf) = nf(x) I'Ef(:v) (F) = Foft



d d

ECI ¢ Ine, c>0 ae _Ea()

d 1 d 1 d 1

Elﬂgﬂx_:tlnc ,C}U,c#lﬁlnx—g ;t}[ld—ln|:1:| =

i:t:”’::t?"ql(l—l—ln:t?) () = £ (g I f+ f)

dx

d d glr) d

Bl glz) _ glz) [ : — 1 0

e = e (L7 9D+ o) mf@), f@) >

d de” 4 e " de +e”

—senhx = coshx = — —senhx = coshxr =

dxsen x = coshzx ﬂ:l’gﬁ&ﬂh sen r = coshzx ﬁgﬁﬁfl‘h \/W

d det —e " Jet —e” 1

Ecosh:r: = senhx d_wﬁx — _ _ccrsh:r: = senhx d_mh—iﬁ = =

i1;E|,nh:t: =sech’z d d —tanhz = sech’z d 1

dx Ir argtanhr = —1,;@ I I argtanhzr = .2

d d

Esecha: = —tanh@%chxechx _ —secha = —tanh:ﬂsecha:echx B —1

) iz | dﬁ;l g d ZVi-22

Ecscha: = — cntha&csﬂ?ga{; o — _E eschx = — cathagcs;?g:rﬂs i — 1

d dx |T£|i.-“ 4 2 dr |I|1"J1—|—I2

_ 2 o _ 2

. cotha = — esch F G T cotha = —esch F G 1

7 argeothr = ——5— o argeothr = ———
. Inn n2 In3 Ind
O=-2 = % ¥

; ~*n 1
cor-- %

g primo, g#p




( d
—snx=cnxdnzx
T

d

—dnz= —k’snzcnzx
4 déf

—¢cnar=-—-snxdnzx
dr

il
Hj(x—a)zﬁ(:v—a) Esc:t::dca:nc:t:

i} (x) (z) d d
° f:‘z f(;r,!s) ds :Lﬁ aféiﬁ) ds—l—fl:i‘»,g‘z(iﬁ))% —f(:t: gl(ff))ﬂ

1{z) 1lz)

-~

To+ h) — flzg
o) L0 = 1120

Flo) — i TEH )~ )

h—0 h

F(0) ~ flzg) = i(ﬂ?n — h) 7o) ~ flzo + h)g—hf(-’ﬂu — h)

(20) ~ flzo+h) — zfgn) + flzg — h) o) i K1) = 1)

h—0

Fl2) = I sin(z + h) — sin(z ) f(z) = i sin(x)cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(z)

h—s0 h —0 h
cos(x) sin(h) — 5111(1:)(1 — cos(h))

h
cos(z)sin(h) . sin(z)(l — cos(h))

f'(z)= ,111_’“}) n - lliﬂ 7
£(z) = cos(x) F,llﬂjlﬂ sin(h) _ sin(z) lim lim (1- f;;}s(h))
lim sin(h) lim (1 —cos(h)) ;
=0 h hh—0 h f'(x) = cos(x)
£ (@) = lim TH 1) — co0lD)
() = ’lllir'l) cos(x)cos(h) — sm‘éx) sin(h) — cos(x)
fl(z) = ;11_1-,[11] cos(z)(cos(h) — ;11) — sin(x)sin(h)



cos(h) — 1 sin(h)

F(@) = cos(a) im <V =L_ gin ) ym 21

i "5 v fm R ) i

1), @ = Finga) 2 @) = 1) = EE R
tan(z) = ZE;((E g(z) = sin(z)  ¢(z) =cos(s)  h(z) = cos(z)
v Pla) - ms(x)ms(xlﬂ_;;)(x)[_ sin(z))
7= I s o =)= S

f(x) = sec?(z) COSY " j—y =1 ﬁi’ cosy €OSY = m z = siny
éarcsmx— 1_3:? 'VE do = | ‘ot do= [ (é) =

a=Tp<h ST <h <1 <---<xy 1 <, ST, =D

if(té)&i; ‘S—iﬂtz‘)&

i=1
/Sdﬂ:/(zlﬁilﬁi) djt
i=1
:Zﬂfflﬂidﬂ.
i=1
=Zﬂ~g#(ﬂz‘) f&dp Zahu (A;N E).

i=1 i=1
ffd#=5up{/5dﬂtﬂﬂsﬂf
E E

il < ffhdp = pu(A)

L2

nE




f+($):{m = { L [ <o

[ fdn= [ Hap— [ 5~ an.

fro [ fa[(af +po)@)de=a [ f@)da+5 [ o(z)da
e [ fau[ (af+Bgydu=a [ fan+8 [ gdp.f— [ fan,

m(b— a) {fbf (x)dxr < M b—a.).ibf($)dx iibg(x)d$.

/df;t:)dmﬁiﬁfx)dx

(fo)(x) = f(z)g(z), f*(z) = (f(2))% |fl(z) = [f(2)].

‘ffx)dx‘fi/ | f(z)| da.
([ ([ v (P o).
Uf:c)g:c)dx_(/u |Pd:t:) (]|g$}|qd$) |

(J1r@ +or ax) " < ([15@p az) "+ (flop @)
f(x) da:/:f(a:) do = _j: f(:t:)d:c.f: f(z)dz = 0.

f(x}dmzﬁcf(x}dx+ff($)dx.

Zcf(x)dx=ff($)d~r—ff(x)dx
:ff(x)d,“[f(x)dx [(w=—[ w.

F(z)= f:f(t)dt.

Entonces F es continua en [a, b]. Si f es continua en x de [a, b], entonces F es derivable en x, y F'(x) =

f(x), lo que se calculard asi:

nE



http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_continua
http://es.wikipedia.org/wiki/Derivada

L%Mﬁ:Fw—F@“mﬂ:fﬂﬂﬁﬁ%Mﬁ:F@_F@_

i dx -
fﬂ @+hve " fjf(fﬂ)dfﬂﬂlgg [ f(2)dx
flz)de =lim [ f(z)dz
- dx

a a+te

/ li /1 gy [ ®
_dr 4 . [ dz
o (x+1)y/xr =0, (x+1)/x t=x), (z+1)/T

= lim (—E + 2arctan L) + lim (E - Earctani)
g—i 2 \/,; t—oa 2 \/'E
o

273

= T.

U dax _ 1 — dx L L dx
-1 SIE_SILI% -1 \Ey_ fl—lr]% " \/_
= lim 3(1 — /5) + lim 3(1 — V%)
=3+3 f da:j
W= fF dS/V dsffd:r, gy AW = Zﬂxtd&: A dz®.

de:[aﬁwf(axk+b)“d¢=if(mk+b)ﬂm= i({zf:l?;l

1(ax + b)"t?

1
b)"d =_f Bt ady — ©
f(ar—l—) r= (ax + b)*adx —

dxr 1 . 1
fm_|_b—af(ﬂr+b) ﬂdr—alnmr—l—m

/:.':(rm:+ b)"dr = a:(?:'ll}); +52) (az + b)™
T dr r b

fa:.-:—l—b = E—Eln|ar—|—b|
rdr b

f (ax + b2 a(az+ b) 111 jax + )
T dx a(l — n):r —b

[ G b7 = @000~ 2z



2 2
fI dr =%(M—Eb(ar—l—b)—l—bghﬂar—l—ﬂ)

ar + b a 2
r*dr 1 b
—_— = — b — 2bl bl —
.[(ar—l—b)i a’ (ar—l— ooz + 4 a:.':—l—b)

f—rg dz 1 In|ax + b + 20 b
(ax 4+ b3 a® ar+b 2(ar +b)?

f 1 dr :l(_ 1 . % ) B )
(+br @\ (n-3)(ar b (-2 e+ (n-1)az+b)

f dx B lln ar + b f dx B i—l—iln ar + b
z(ax+b) b T 2(ax+b)  bxr b2 T
f dx _ 1 n 1 Eln ar + b
22(ax+b)2 \bP(ax+b)  abPx B x
dr 1 T dr _ 1 . 11‘_11&—1"
fxg_l_azzaarctana 5 = g artanho =~ Ha—l—r
dr 1 T 1 Tr—a
= ——arcoth— = —In
r? — g? a a 2a r4a
dx 2 2ax + b
f = arctan ——
ax? +br+c  dac — b Vdac — b?
dz 2 2ar + b 1 2ax +b — /b - dac )
/ = artanh = In (for dac-b" < 0)
ar? +brt+c B —dac VB —dac B —dac |2z + b+ B - dac
f rdr _ l b f
ar? +brdec 2 n‘ar + I—I_C Eb arg—l—br—l—cb
mz +n 2an — bm 2mr+ 9
—dr = —]nrm" +b:r+r:+— ara dac—b* > ()
ar® + br + ¢ ' ' dac — 1}4;1:: Vdac— b2 p )
mz+n — bm 20 + b
—  dr= az’ + b + ¢ -I-—a:rta:nh ara dac—b> < 0
_/ ar? +br + ¢ { | a2 — dac V2 —dac p )
f dr B 2ar +b | (2n —3)2a f dx
(ax? +br+c)*  (n—1)(dac—b)(ax? +br+ o)t (n—1)(4ac—1?) ) (ax? +bx 4 c)n?

f( rdr B br + 2 b(2n - 3) f( dx

ar2 +br+c)n  (n—1)(dac —B)(ax +br+ o)t (n—1)(dac —B)J (ax2+br + o)1




f dx —lln x? if dx
r(az? + bz +c) 2c |ax?+br+c| 2c) aa?+bx+c
1 2
= VT a2 deI_E(IT+a' ln(:t:—l—’r))
1 3
/T3 dxzix’ra—kgh?ﬂ‘—l— ga.éln(:t:—l—’r)
1 5 5 5 r?

5 5.+ 5, 92 2 3 O 4 9 4 _~

f’r d$—6$’.-“ —|—24£1-$T —l—lﬁa.a:*r—l—lﬁa- 1n(:t:—|—r)j1:rd:c— 3
5 n+3

3, ntl 5 T
jmr d$—5jxr dx 13
f 2 dp — rrt alrr i In (z 4 1)

9 3 ) L%TE_ EI%ITE'_ 8{1.4:1::-“ a® 3 r° a’rd
jmr dr = 6~ o4 16 —Eln(:t:—l—?‘}f;t:?‘d:ﬁ:g——B
f:":"d T a®

Tt de == — —

2045 3,.2n+3
j$3T2ﬂ+l dr — — _ar

32?1 —|—25 . 2?11—3

*rd afard atzr a
fI4TdI: — + +—In(z+7)

6 8 16 16
j 23 gy — z’r®  dlxr® N atzrd N 3aSrr N 3a® In (2 4 1)
_?822516 4364 128912282? 4.5
. _r 2ar a*r — _r 2a7 a*r
f:t:?‘da:— - 3 + 3 ' dx 9 - + 3

2T 92245 42043

Mm+7  Intb o 2ng3

fI5T2n+l dr —

d . .
fT $=:-“—a.ln arr =:-"—.51.si1'1h_IE
T T T
rdr rd a+r
f =— +d’r—a’ln *
T 3 T
rode  a*? 5. la+T
/ =—+4+ —4ar—aln
T 5 3 T
ride 7 a®r®  atr* 7. la+T
/ = — 4+ + +ar—a'ln
T 7 5 3 T
dx et E | |/d&: T fxdr f:t:d:t: 1
— = 51 —_ = _— = — _— = — e = —
LY = T "] r




2dr x a T a

:—’r—%sinh_lfz—’r—%lnh—l—ﬂ
T a 2 2
de 1 A 1l a+r 1,
o a0z ez 5:V$2—a.?fxﬂd$:§5
sdr e jdi:j dx :lnI+S T dx
- = & — {dCos T 5 m a f S =5

f:t:d:t:_ 1 /‘:t:d:t:_ 1 /‘:t:d:t:_ 1
3 s s 343 sT  hgd

/ T dx B 1
g2n+1l _(2,” _ l)s‘zn—lm

jxgm dr 1 221 9m—1 pa?2dr
gntl T 9y ] g2n—1 + M — 1 gn—1
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CONCLUSIONES
Si bien es cierto, la econometria, en amplio espectro, se erige a proposito de la aplicacion de la
estadistica y la probabilidad, como normas logicas generales, no es menos cierto y como ha quedado

reflejado en el presente trabajo, que existen otros modelos matematicos, que permiten, predecir y

anticipar variables mutables y cambiantes, propias de la fenomenologia econémica, que arrojan




resultados deterministas 0 que permiten, en aproximacion, describir y sostener el componente

empirico de la ciencia econométrica.

Considero que la econometria, sea tedrica o aplicada, o de la naturaleza que fuere, debe incorporar

todo modelo matematico posible que coadyuve a su aplicacion, esto es, dotar de soporte empirico, a la

data econdmica, pues el fin en si mismo, es obtener resultados numéricos que desgranen, en drbita

cuantitativa, la teoria econémica en su dimension cualitativa.
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